
(→ ∪ ←)∗ が→を含む最小の同値関係であることを示せ。

まず、(→ ∪ ←)∗ が同値関係であることを示す。

(反射律)(→ ∪ ←)0 = (≡)より成立。

(推移律)任意の λ式 A,B,C に対し、

A(→ ∪ ←)∗B ∧B(→ ∪ ←)∗C ⇐⇒ ∃n,m ∈ N.A(→ ∪ ←)nB ∧B(→ ∪ ←)mC

⇐⇒ ∃n,m ∈ N.A(→ ∪ ←)n+mC

であるから、成立。

(対称律)任意の λ式 A,B に対し、A← B ⇐⇒ B → Aなので、

A(→ ∪ ←)B ⇐⇒ B(→ ∪ ←)Aが成り立つので、このことと推移律により成立。

次に、→を含む最小の同値関係を Rm とし、(→ ∪ ←)∗ = Rm を示す。

それには (→ ∪ ←)∗ ⊆ Rm を示せば良い。

そこで、nに関する帰納法により

∀ ∈ N.(→ ∪ ←)n ∈ Rm

を示す。

・n = 0のとき

A(→ ∪ ←)0B ⇐⇒ A ≡ B

⇐⇒ ARmB (
...)Rmの反射律)

より、(→ ∪ ←)0 ⊆ Rm が成立。

・n = 1のとき

A→ B ⇐⇒ ARmB (
...)(←) ⊆ Rm)

A← B ⇐⇒ B → A

⇐⇒ BRmA (
...)(←) ⊆ Rm)

⇐⇒ ARmB (
...)Rmの対称律)

... (→ ∪ ←) ⊆ Rm

・ある n ∈ N以下の全ての自然数で成り立つとする。
すると、

A(→ ∪ ←)n+1B ⇐⇒ ∃C ∈ Λ.A(→ ∪ ←)C ∧ C(→ ∪ ←)nB

⇐⇒ ∃C ∈ Λ.ARmC ∧ CRmB (
...)帰納法の仮定より)

=⇒ ARmB (
...)Rmの推移律)

... (→ ∪ ←)n+1 ⊆ Rm

より、n+ 1でも命題が成り立つ。

以上より、∀ ∈ N.(→ ∪ ←)n ∈ Rm が成り立ち、したがって

(→ ∪ ←)∗ =
⋃
n∈N

(→ ∪ ←)n ⊆ Rm

なので、(→ ∪ ←)∗ は→を含む最小の同値関係である。
Q.E.D
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ΘF = ∗F (ΘF )を確かめよ。

ΘF = F (ΘF )を確かめれば十分である。

ΘF = (λxy.y(xxy))(λxy.y(xxy))F

= (λxy.y(xxy))(λzw.w(zzw))F

= (λy.y((λzw.w(zzw))(λzw.w(zzw))y))F

= F ((λzw.w(zzw))(λzw.w(zzw))F )

= F (ΘF )

より、確かに成り立つ。Q.E.D.

fact
def⇐⇒ Y (λgn.if (iszero n) 1 (mul n (g (pre n))))

Φ = λn. ⊥ (⊥は undefined)

とする。

Φを部分関数とすると、
[
|Φ|

]
は空集合。

このとき、 

(1)
[
|F |

]
⊆

[
|G|

]
=⇒

[
|I(F )|

]
⊆

[
|I(G)|

]
(2)

[
|In(Φ)|

]
⊆

[
|In+1(Φ)|

]
(3)

[
|Y I|

]
=

[
|
⋃

n∈N In(Φ)|
]
= !

(4)
[
|Y I|

]
は
[
|I|
]
の最小不動点

[
||
]
と!の定義を写し忘れたためできませんでした。誰か補完 plz。あと、一応これも問題のようなので載せ

ましたが、演習問題としてやっておけと言われていたかが不明です。注意)元のノートでは factの定義中の

λgnが λgとなっていましたが、おそらく誤植だと思われます（Wikipedia参照）
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