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線形から非線形へ	


データ： (x1 , y1),…,(xn , yn) ； n	
  個の観測値	
  

線形回帰モデル：	
  

yi =β0+β1xi +ei             E[ei ]=0, Var[ei ]=σ2 

X	
  と	
  Y	
  の関係が線形ではない。	
  
	
  
Y	
  =	
  m(x)	
  となるような関数	
  m(x)	
  は？	
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パラメトリック回帰モデル	


y = β0 +β1x +β2x
2 +ε

εβββ ++= )log( 210 xy

εβββ ++= )sin( 210 xy

Y と X の関係にある程度の知見が必要	


特定の関数型を仮定することなくデータに自分自身の構造を語らせる  	
  
⇒	
  ノンパラメトリック回帰	


例	

多項式（1次，2次，．．．）	
  
	
  	

対数関数	

	
  
正弦関数	
  
	
  
などなど	


	


Y と X の関係にある関数を仮定し、関数に含まれるパラメータをデータから推定する	
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ノンパラメトリック回帰の手法の例	


•  スプライン	

– 平滑化スプライン	


– B-­‐スプライン	


•  カーネル法	

– 局所多項式 （局所尤度法）	


– サポートベクトル回帰	


•  ニューラルネットワーク	

– 階層型ニューラルネットワーク	


– 動径基底関数ネットワーク	


ノンパラメトリック回帰：基本概念	


y = m(x)	


x1	
 x2	


m1	


y1	


関数 y = m(x) のデータ点での値 (xi, mi) の mi だけを推定の対象とする	
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S(m) = (yi −mi )
2

i=1

n

∑

もし、 m =(m1,..., mn)T  を最小２乗法で推定すると	


argmin S(m) = y = (y1,...,yn)T	


m	


x1	
 x2	


データの各点を通る	
  
曲線ということになる	
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最小２乗法の修正	


S(m) = (yi −mi )
2

i=1

n

∑

m =(m1,..., mn)T  に対する最小２乗法	


に	
  Ridge	
  推定量や	
  Lasso	
  推定量、ElasJc	
  net	
  で行ったような修正を加えて	
  
うまく m	
  を推定できないか？	
  

Roughness	
  Penalty	


データ (xi, yi)	
  に対してある関数 y = m(x)	
  を以下の式を最小化することによって	
  
当てはめる。	


SP (m) = {yi −m(xi )}
2

i=1

n

∑ +λ { $$m (t)}2 dt
a

b
∫
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スプライン曲線	
  

データ	
 )2(,,...,1),,( ≥= nniyx ii

bxxxa n <<<<< 21

条件	
 )( ii xwy = を満たす関数 w	
  が	


(I)	
  各小区間	
 ),(),...,,(),,( 211 bxxxxa n で次数 r	
  の多項式	


(II)	
  区間	
 ],[ ba において，r -1	
  階までの導関数が連続	


を満たすとき，w を次数 r	
  のスプライン関数と呼ぶ	


2次導関数が小区間	
 ],[],,[ 1 bxxa n で 0	
  の3次スプラインを	


特に，自然3次スプラインと呼ぶ	


点	
 nxxx ,...,, 21 は節点と呼ばれる	


自然３次スプライン	
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スプライン：表現の一意性	
  

問題	
  

n	
  (n≧2)	
  個の実数値の組 (xi, yi), i =1,…, n	
  に対して、 
条件 yi = w(xi)	
  を満たす自然3次スプラインは一意に 
定まることを示せ。ただし、a<x1<...<xn<b	
  とする。	


スプライン曲線：パラメータ化	
  

X と Y に関して観測されたデータを                              とする．	


yi = w(xi )+εi

w = (w1,...,wi,...,wn )
T

このとき，モデルを                           とする．	


(xi, yi ), i =1,...,n

各点 xi	
  に対する w(xi)	
   を改めて wi	
  とパラメタライズする．	


無限次元パラメータから有限次元パラメータへ	


無限次元パラメータ	


すなわち，パラメータは                                  となる．	
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スプライン曲線の推定	
  

データ	
 (xi, yi ), i =1,...,n
モデル	
 yi = wi +εi パラメータ	
 w = (w1,...,wn )

T

パラメータ      の推定	
w

最小2乗法	

S(w) = (yi −wi )

2

i=1

n

∑
S	
  が最小となるようにパラメータを推定	


wi = yi のとき          となる	
S = 0

スプライン曲線：最小２乗推定量	
  

データ	
 (xi, yi ), i =1,...,n に対して、モデル	
yi = wi +εi

を想定し、最小2乗法によって推定した推定値	


ŵi = yi
は、データに含まれているノイズもモデルに取り込んでいる。	
  

過適合　(Over-­‐fiJng)	
  
過学習  (Over-­‐learning)	
  

将来の（未知の）データに対する予測能力の低下	


最小2乗法を修正した推定方式が必要	
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平滑化スプライン	
  

罰則付き最小2乗法 (Penalized	
  least	
  square	
  method)	
  

SP (w) = (yi −wi )
2

i=1

n

∑ +λ $$w (t){ }
2 dt

a

b
∫

残差2乗和 
関数 w	
  のデータへの	

当てはまりを表す	


Roughness	
  penalty	
  
関数 w	
  の複雑さを表す	


λ : 関数 w	
  の「データへの当てはまり」と「複雑さ」 
のバランスをコントロールするパラメータ	


平滑化パラメータと呼ばれる	


平滑化パラメータの効果	
  

SP (w) = (yi −wi )
2

i=1

n

∑ +λ $$w (t){ }
2 dt

a

b
∫ argminSλ (w) = ŵ

(a)	
  	
   λ が小さい値の場合	


SP (w) の最小化は主に第一項	
 (yi −wi )
2

i=1

n

∑ の最小化と等価	


(b)	
  	
   λ が大きい値の場合	


SP (w) の最小化は主に第二項	
 の最小化と等価	
!!w (t){ }
2 dt

a

b
∫

最小2乗推定量	


線形回帰	


ŵi = yi
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２階微分：自然３次スプライン	
  
補題1	
  

関数 w を節点                   を持つ自然3次スプラインとする。 
ただし、                  とする。また、w の2階微分 
で定義されるベクトルを                         とする。ただし、 
                 である。このとき、               行列      と 
                      対称行列  

x1 < < xn
x1, x2,..., xn

τi = ""w (xi )
τ = (τ2,..., τn−1)

T

τ1 = τn = 0 n× (n− 2) Q
R(n− 2)× (n− 2)

２階微分：自然３次スプライン	
  

を用いて	


τw RQT =
が成り立つ。ただし、	
 iii xxh −= +1 である．	


補題1	
  （続き）	
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Roughness	
  Penalty	
  の表現	
  

定理1	
  

補題1の状況下で	


!!w (t){ }
2 dt =

a

b
∫ wTQR−1QTw

補題１の証明	
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定理１の証明	


平滑化スプライン	
  

SP (w) = (yi −wi )
2

i=1

n

∑ +λ $$w (t){ }
2 dt

a

b
∫

argminSP (w) = ŵ

Sλ (w) = (y−w)T (y−w)+λw
TKw

= yT y− 2wT y+wT (I +λK)w
∂Sλ (w)
∂w

= −2y+ 2(I +λK)w⇒ ∂Sλ (w)
∂w

= 0 より	


ŵ = (I +λK)−1 y
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例：平滑化スプライン	
  

平滑化パラメータ       の値	

によって推定される曲線の 
形状が異なる。	


λ

平滑化パラメータ     の設定	

が平滑化スプラインによる	

曲線の当てはめにおいては	

本質的な問題となる。	


λ

平滑化パラメータの選択 (1)	
  

交差検証法 (Cross-­‐validaJon)	
  

今 i	
  番目のデータの組 (xi, yi)	
  を除いた n -1	
  組のデータに	

よって推定された自然3次スプラインを w(-i)	
  と表す。 
このとき、交差検証法基準は	


CV(λ) = 1
n

yi − ŵ
(−i) (xi ){ }

2

i=1

n

∑

と表され、CVが最小となる平滑化パラメータ      の値を	

最適値として選択する。	


λ

^ 
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平滑化パラメータの選択 (2)	
  

定理2	
  

SP (w) = (yi −wi )
2

i=1

n

∑ +λ $$w (t){ }
2 dt

a

b
∫

argminSP (w) = ŵ = (I +λK)
−1 y = Hλ y

CV(λ) = 1
n

yi − ŵ(xi )
1− Hλ( )ii

#
$
%

&%

'
(
%

)%

2

i=1

n

∑

平滑化パラメータの選択 (3)	
  

一般化交差検証法 (Generalized	
  Cross-­‐validaJon)	
  
Craven	
  and	
  Wahba	
  (1979)	
  

GCV(λ) = 1
n

yi − ŵ(xi )
1− tr Hλ( ) / n
#
$
%

&%

'
(
%

)%

2

i=1

n

∑

GCV(λ) = 1
n

1− Hλ( )ii
1− tr Hλ( ) / n
#

$
%%

&

'
(( yi − ŵ

(−i) (xi ){ }
)
*
+

,+

-
.
+

/+

2

i=1

n

∑
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線形重回帰モデルを非線形へ	


データ：	
(xi1, xi2,..., xip, yi )
線形重回帰モデル：	


iippii xxxy εββββ +++++= 222110

w1(xi1)	
 w2(xi2)	
 wp(xip)	


yi = β0 +w1(xi1)+w2 (xi2 )++wp(xip )+εi

スプライン加法モデル	


Roughness	
  Penalty:	
  スプライン加法モデル	


yi = β0 +w1(xi1)+w2 (xi2 )++wp(xip )+εi

スプライン加法モデル	


SA(w1,...,wp ) = {yi −m(xi )}
2

i=1

n

∑ + λ j { $$wj (t)}
2 dt

aj

bj∫
j=1

p

∑
罰則付き最小２乗法	


変数の数 (p)	
  が大きいとパラメータ数が激増。	
  
モデルの解釈も困難に。	
  
平滑化パラメータが p	
  個。Rp	
  での最適化が必要。	
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セミパラメトリックモデル	


データ：	
(xi1, xi2,..., xip, yi )

zi1, zi2,..., zim si1, si2,..., ziM (m+M = p)
y	
  と線形な関係	
 y	
  と非線形な関係	


yi = β0 +β1zi1 ++βmzim +w1(si1)++wM (siM )+εi

線形で十分な変数は線形の方が良い。	
  
どの変数を非線形にするか？	


B-­‐スプライン (1)	
  

B-­‐スプライン Bj(t; r)	
  は以下の性質を満たす。 
ただし、ti (t1<...<tm+r+1)	
  は節点。	


(I)	
  区間 (tj, tj+r+1)	
  において Bj(t; r)	
  は正。それ以外では 0	


(II)	
  Bj(t; r)	
  は r +1 個の r 次多項式からなる	


(III)	
  r -1 階までの導関数が連続	
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B-­‐スプライン	
  (2)	


B-­‐スプライン	
  (3)	


Bj (x;0) =
1, t j ≤ x < t j+1
0, otherwise

"
#
$

%$
0	
  次 B-­‐スプライン	


Bj (x;r) =
x − t j
t j+r − t j

Bj (x;r −1)+
t j+r+1 − x
t j+r+1 − t j+1

Bj+1(x;r −1)

再帰計算により高次の B-­‐スプラインが求まる （De	
  Boor	
  のアルゴリズム（1978））	
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再帰計算	
  

B-­‐スプラインによる曲線の当てはめ	


B-­‐スプラインによる曲線の構成	


w(x) = γ jBj (x)
j=1

m

∑ = γ Tb(x)

γ = (γ1,...,γm )
T

b(x) = (B1(x),...,Bm (x))
T

スプラインと比較すると	
  
	
  
　　　　　　　　スプライン　　　B-­‐スプライン	
  
パラメータ数      n	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  m	
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B-­‐スプライン回帰モデル	
  

データ	
 niyx ii ,...,1),,( =

モデル	
 yi = γ
Tb(xi )+εi

ノイズ	
 ε1,...,εn が互いに独立に平均0，分散      の	
σ2

正規分布に従うとすると	


f (y | x,γ,σ2 ) = f (yi | xi,γ,σ
2 )

i=1

n

∏

f (yi | xi,γ,σ
2 ) = 1

2πσ2
exp −{yi −γ

Tb(wi )}
2

2σ2
%

&
'

(

)
*

B-­‐スプライン回帰モデルの推定	
  

罰則付き最小2乗法	


SB(γ ) = {yi −γ
Tb(xi )}

2

i=1

n

∑ +λ (γ j − 2γ j−1 +γ j−2 )
2

k=2

m

∑

{ γ j !!Bj (t;3)
j=1

m

∑ }2 dt
a

b
∫ ⇔ (γ j − 2γ j−1 +γ j−2 )

2

k=2

m

∑

γ̂ = argmin{SB(γ )}
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等価自由度	


γ̂ = B(BTB+λK)−1BT y = Hλ y

df (λ) = tr Hλ( )

パラメトリック回帰モデル	


tr X(XTX)−1XT{ }= p

AIC = −2 log f (y | x,θ̂ ML, σ̂2 )+ 2(p+1)

は等価自由度 (Equivalent	
  degree	
  of	
  freedom)	
  と呼ばれる	


y = Xθ +ε, θ ∈ R p, ε ~ Np(0,σ
2I)

θ̂ ML = (XTX)−1XT y

だと	


ŷ = X(XTX)−1XT y なので	
より	


H = X(XTX)−1XT
となる（λ	
  には依存しない）	


＝パラメータ数	


平滑化パラメータの選択	
  

修正AIC	
  (Modified	
  AIC)	
  

データ	
 niyx ii ,...,1),,( =

モデル	
 yi = γ
Tb(xi )+εi, εi ~

i.i.d.
N(0,σ2 )

AICm (λ) = −2 log f (yi | xi, γ̂, σ̂
2 )

i=1

n

∑ + 2 tr Hλ( )+1{ }

= n log(2πσ̂2 )+ n+ 2 tr Hλ( )+1{ }

Eilers	
  and	
  Marx	
  (1996)	
  

ただし	


σ̂2 =
1
n

yi − γ̂
Tb(xi ){ }

2

i=1

n

∑
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平滑化パラメータの選択	
  

パラメトリック回帰モデル	


AICC = −2 log f (y | x,θ̂,σ
2 )+ 2n(p+1)

n− p− 2

データを生成した真の分布が正規分布でモデルに含まれるとき	


Sugiura	
  (1978)	
  

修正 AIC	
   Hurvich,	
  Simonoff	
  and	
  Tsai	
  (1998)	
  

AICC (λ) = n log(2πσ̂
2 )+ n+

2n tr Hλ( )+1{ }
n− tr Hλ( )− 2

y = Xθ +ε, θ ∈ R p, ε ~ Np(0,σ
2I)

様々な基準の性能比較	



